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1 Introduction

Nous considérons le probléme d’ordonnancement du flowshop de permutation, avec n travaux
et m machines. Chaque travail 7 se compose de m opérations O;1, ..., O;y, qui doivent étre
traitées sur les machines 1 a m, dans cet ordre. Chaque opération O;; a un temps de traitement
pij, et chaque machine j ne peut traiter qu'une seule opération a la fois. Toutes les machines
doivent traiter les opérations dans le méme ordre, et un ordonnancement est essentiellement
défini par cet ordre. De plus, cet ordre peut étre contraint par des précédences entre les
travaux.

A chaque travail i est associé un cofit, obtenu par le calcul d’une fonction de coiit f; appliquée
au temps d’achévement C,, de la derniére opération du travail i. A partir de cela, la fonction
objectif & minimiser est définie comme fiax = maxi<i<y fi(Cin). Chaque colit est supposé
étre régulier et polynomialement borné par rapport a son argument Cj,,, comme c’est le cas,
par exemple, pour le temps d’achévement (completion), et pour le retard algébrique (lateness)
ou positif (tardiness). Ce probleme est désigné par F|prmu, prec|fmax [2], et est fortement
NP-difficile [1].

D’un point de vue théorique, nous étudions des algorithmes résolvant ce probléme a ’'optima-
lité, ainsi que leurs complexités temporelles et spatiales au pire cas. La taille d’une instance 7
est le nombre de travaux : |Z| = n. La mesure d’une instance Z est définie comme la somme
des temps de traitement : ||Z|| = 32, ; pij. A notre connaissance, alors que de nombreux al-
gorithmes spécialisés ont été décrits pour des sous-instances particulieres de ce probleme, le
meilleur algorithme connu pour le cas général utilise la programmation dynamique classique
sur des sous-ensembles de travaux [5] et s’exécute avec des complexités temporelles et spatiales
en O*(27||Z]|™).

Notre contribution principale consiste en un algorithme basé sur I'Inclusion-Exclusion, qui
permet, sans dégrader la complexité temporelle, de réduire la complexité spatiale par rapport
4 la programmation dynamique classique d’un facteur 2™/, ou |M]| est le nombre de travaux
sans successeur dans les contraintes de précédence.

2 Inclusion-Exclusion pour le probléme F'|prmu, prec|fmax

Pour résoudre le probleme, il suffit de compter, pour chaque valeur d’objectif seuil ¢, le
nombre N(g) d’ordonnancements (semi-actifs) avec un objectif inférieur ou égal a . Ensuite,
la valeur optimale de I'objectif est calculée par dichotomie, et on construit un ordonnancement
optimal en utilisant la technique d’auto-réduction, comme décrit dans [3].



Le dénombrement N (¢) se calcule en utilisant la formule d’'Inclusion-Exclusion. Pour cela, on
relache le probleme en autorisant les ordonnancements avec des travaux dupliqués ou absents,
et pour tout ensemble de travaux J, on définit N;(¢) comme le nombre d’ordonnancements
(relachés) utilisant seulement des travaux de J. La formule stipule [3, 4] :

NE) = > ()" VN
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Pour calculer N;(g), nous notons C le front temporel des dates d’achevement des opérations
d’un travail, avec une date par machine, et nous définissons C ei comme les temps d’achévement
des opérations du travail ¢ exécuté des que possible apres le front C. Puisque le cotit d'un
travail se calcule sur le temps d’achévement de sa derniere opération, nous abrégeons fl((C_")m)
en f;(C). Nous définissons également Pred(i) comme 'ensemble des prédécesseurs du travail i,
et M comme ’ensemble des travaux maximaux, c¢’est-a-dire des travaux sans successeur.

On a alors Ny(g) = Ny.[0,0,n] ot Ny.[S,C, (] est le nombre d’ordonnancements relachés
composés de ¢ travaux de .J, d’objectif au plus e, ordonnancés a partir de C, aprés que (n—20)
travaux ont été placés, y compris tous les travaux de S, chacun une fois, ou .S ne contient
que des travaux non maximaux. Nous le calculons en utilisant ce schéma de programmation
dynamique :
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Nous obtenons les résultats de complexité suivants. La proposition 1 s’applique dans le cas
général, et la proposition 2 s’applique lorsque les précédences sont des chaines.

Proposition 1 Pour une instance Z du probléme F|prmu,prec|fmax, avec |M| travaux

sans successeurs, l'algorithme calcule une solution optimale en temps O*(2"||Z||™) et espace
O (2= |zf™).

Proposition 2 Pour une instance Z du probléme F|prmu,chains|fmax, avec ¢ chaines de
longueurs (4, ..., L., Ualgorithme calcule une solution optimale en temps O*(2°¢y --- L ||Z||™)
et espace O*(ly -+ L:||Z]™).
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