Etude théorique des problemes de y-Clustering.
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1 Introduction

Les problemes de Clustering sont bien connus en théorie des graphes et consistent a ajouter
et/ou supprimer des arétes & un graphe jusqu’a obtenir une union de cliques déconnectées. Si
seul l'ajout (resp. la suppression) d’arétes est autorisé on parle alors du probleme de CoM-
PLETION (resp. DELETION). Si ces deux opérations sont autorisées on parle alors du probleme
d’EDITION. Ces problemes ont déja été tres largement étudiés au travers de multiples aspects :
la complexité [7], Papproximabilité [5, 6], la complexité paramétrée et la kernelization [3, 4],
etc.

Bien souvent les cliques sont trop restrictives pour bien représenter les sous-graphes denses
d’un graphe réel, qui sont en général beaucoup plus irréguliers. Dans le cas des problemes de
Clustering cela se traduit en général par un nombre d’ajouts d’arétes tres supérieur au nombre
de suppressions. La Figure 1 présente un graphe ou 'on a trois ensembles de sommets denses
(de densité d’arétes proche de 90%). Il est évident que ces trois ensembles correspondront aux
cliques finales, cependant la solution optimale nécessitera 124 ajouts d’arétes pour transfor-
mer ces ensembles en cliques. A contrario, il faudra seulement 30 suppressions d’arétes pour
déconnecter ces ensembles.

FIG. 1 — Un graphe ou la solution optimale de CLUSTER EDITING nécessite 124 ajouts d’arétes
et seulement 30 suppressions.

2 Définitions et Résultats

Afin d’éviter ce probleéme, nous avons utilisé les quasi-cliques pour représenter les sous-
graphes denses.

Définition 1 (Quasi-Clique en degré) Etant donné v € [0,1], un graphe G = (V, E) est
une y-quasi-clique en degré, si pour tout u € V, d(u) > v(|V| —1), ot d(u) est le degré de u.



Définition 2 (Quasi-Clique en densité) Etant donné -y € [0, 1], un graphe G = (V, E) est
une y-quasi-clique en densité, si 2|E| > y|V|(|V] - 1).

Nous avons donc introduit deux généralisations, une pour chaque définition des quasi-cliques,
pour les problemes de COMPLETION, de DELETION et d’EDITING. La définition formelle du
probleme de v-DEGREE CLUSTER EDITING est donnée Définition 3, les autres problémes sont
définis de fagon similaire.

Définition 3 (7-Degree Cluster Editing) Etant donné G = (V, E), trouver un ensemble
S C (‘2/) de taille minimale tel que les composantes connexes de (V, EAS) soient des ~y-quasi-

cliques en degré ou (‘2/) Uensemble des paires de V' et A la différence symétrique.

Il est important de noter que méme si les quasi-cliques permettent de mieux représenter les
sous-graphes denses que les cliques, elles apportent aussi en général beaucoup de complexité.
En effet plusieurs problemes polynomiaux avec des cliques deviennent NP-complets avec des
quasi-cliques, et ce pour les deux définitions. Par exemple, il est NP-complet de décider si une
quasi-clique donnée est maximale [2] de méme pour décider si un ensemble donné est contenu
dans une quasi-clique [1].

Nous avons d’abord prouvé que tous ces problemes sont NP-complets a ’exception du pro-
bleme de COMPLETION avec des quasi-cliques en degré qui est polynomial. Il est important de
noter que le probleme classique de CLUSTER COMPLETION et le probleme 7-DEGREE CLUSTER
COMPLETION sont tous deux polynomiaux, contrairement au probleme v-DENSITY CLUSTER
COMPLETION qui lui est NP-complet. Cela montre encore une fois la difficulté supplémentaire
apportée par les quasi-cliques (en densité) par rapport aux cliques, de plus il s’agit du seul
probléme que nous connaissons ou il y a une différence de complexité majeure entre les quasi-
cliques en degré et les quasi-cliques en densité. Nous présenterons également plusieurs résultats
de non-approximabilité pour certains cas particuliers des problemes. Enfin, nous présenterons
des algorithmes FPT paramétrés par le nombre de modifications pour les problémes de DELE-
TION et d’EDITION avec des quasi-cliques en degré ainsi que pour le probléme de COMPLETION
avec des quasi-cliques en densité.
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