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1 Introduction

En ordonnancement, le probleme de job-shop fait 'objet d’une vaste littérature. Il s’inscrit
dans la catégorie des problémes d’optimisation NP-difficiles [4]. Pour rappel, dans un probléme
de job-shop, un travail (ou job) est composé d’une séquence d’opérations devant étre exécutées
sans interruption sur des machines suivant une gamme propre au job et chaque machine ne
peut réaliser qu'une opération a la fois. Le probléme de job-shop flexible (FJSSP) est une
généralisation du job-shop dans le sens ol chaque opération peut étre réalisée sur un ensemble
de machines et il faut décider quelle machine allouer & 'opération.

Le FJSSP a également été largement étudié, la majorité des travaux traitant de problemes
a parametres parfaitement déterminés [3, 8]. Toutefois, en pratique, de nombreuses sources
d’incertitudes existent, par exemple sur la durée des opérations ou les pannes machines.

Pour prendre en compte ces incertitudes, on trouve principalement deux types d’approches :
I'optimisation stochastique qui s’appuie sur des distributions de probabilités sur la valeur des
parametres et 'optimisation robuste qui considére des scénarios d’incertitudes et qui cherche
a optimiser des solutions dans le pire des cas sur ces scénarios.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la conception de méthodes exactes pour résoudre le
FJSSP robuste. Nous proposons pour cela une optimisation robuste en deux étapes, la premiere
étape s’occupant de 'affectation des opérations et de leur séquencement sur les machines, la
seconde déterminant la date de début des opérations.

Deux modeles robustes, basés sur des formulations de programmation linéaire en nombres
entiers et de programmation par contraintes, sont présentés, de méme qu’un algorithme de
génération de colonnes et de contraintes. Des résultats expérimentaux permettent de tirer des
conclusions sur la performance des méthodes proposées.

2 Position du probléeme

2.1 Job-shop flexible déterministe

Nous définissons ici le FJSSP avec l'objectif de minimisation de la durée totale (makespan).
Une instance du FJSSP consiste en un ensemble de jobs J et un ensemble de machines M.
Chaque job est composé d'une séquence de n; opérations. La j¥™¢ opération O, ; € O; d’un job
i doit étre exécutée sur une machine parmi I’ensemble de machines éligibles M; ; C M. Soit
Z,, 'ensemble d’opérations pouvant étre réalisées sur la machine m (m € M). On note p; jm



la durée de l'opération O; ; exécutée sur la machine m € M; ;. Chaque machine peut traiter
au plus une opération a la fois, sans interruption (cas non préemptif). L’objectif est de trouver
une affectation et une séquence d’opérations sur chaque machine de maniére a minimiser le
makespan Ciyax.

2.2 Job-shop flexible avec durées incertaines

Pour une opération O; ; sur la machine m, on a : p; j m = [Pijm; Pijm +Dijm)s OU Dijm €st la
valeur nominale et p; ; ,, la déviation maximale de la durée par rapport a sa valeur nominale.

Budget d’incertitude Afin d’établir un compromis entre la robustesse d’une solution ob-
tenue et sa qualité, nous définissons un ensemble d’incertitude en exploitant une approche
proposée dans [2], basée sur la notion de budget d’incertitude qui permet une restriction sur
le nombre de déviations pouvant se produire en méme temps.

Soit € un scénario et soit I' le budget d’incertitude. On a :
Pijm(§) = Pijom + &ij - Digm (1)

ou & ; est égal a 1 si la durée de 'opération dévie, 0 sinon.
On définit alors I’ensemble d’incertitude U" :

T3 <r) %

1€J j=1

U" = {(&;)icTi<i<n:

Optimisation robuste multi-étape Dans 'optimisation robuste multi-étape introduite
dans [1], une partie des variables de décision doit étre instanciée avant la révélation de I'in-
certitude, tandis que les autres variables peuvent étre ajustées au scénario. Appliqué a notre
probleme, 'objectif est de trouver une affectation des opérations et leur séquence sur les ma-
chines permettant de définir une date de début pour chaque opération et chaque scénario, et
minimisant le makespan dans le pire des cas en considérant le budget d’incertitude.

Exemple Soit une instance du FJSSP avec 3 jobs et 2 machines. Le tableau 1 décrit les
intervalles des durées des opérations sur chaque machine éligible.

M1 M?2

0171 [43, 86] -
J1 [ O15 | [87; 170] | [95; 190]
O21 | [63;142] | [53; 166]
J2 02’2 - [73, 131]
Os. | [125; 239] | [135; 224]
J3 [ Osy | [43;73] | [61; 174]

TAB. 1 — Durées opératoires pour une instance du FJSSP

Considérons une solution admissible ot les opérations Oy 1, O3z, Os2 sont affectées a la
machine M, et les opérations Oz 1, O22, O12 & la machine Mj, dans cet ordre. La partie
gauche de la figure 1 représente cette solution lorsque toutes les durées prennent leur valeur
nominale; le makespan est de 221. En considérant un budget d’incertitude I' = 2, le pire
cas pour cette solution est rencontré lorsque les durées des opérations Oq 1 et Op o dévient et
prennent leur plus grande valeur. La partie droite de la figure illustre ce cas, montrant un
makespan de 429.
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FIG. 1 — Solutions avec durées nominales et dans le pire cas pour un budget d’incertitude de 2

3 Modele robuste pour le FJSSP

Nous présentons ici deux formulations robustes du FJSSP, I'une basée sur la programmation
linéaire en nombres entiers (PLNE), I'autre sur la programmation par contraintes (PPC).

3.1 Programmation linéaire en nombres entiers

On s’inspire du modele séquentiel de [8] avec les variables suivantes :

(3)

1 sil'opération O;; est exécutée sur la machine m ;
€Ti s — i 2
Lo 0 sinon
1 silopération O, ; est exécutée avant Oy j;
= :
Yigi'g 0 sinon

(4)

Dans notre approche multi-étape, ces variables sont celles de premier niveau. Les dates de
début t; (&) € Ry de 'opération O;; dans le scénario £ sont les variables de second niveau.
La formulation PLNE est la suivante (H représente une constante arbitrairement grande) :

min Chax (5)
s.t.
> wijm=1 Vie J,VjeO; (6)
mEMiJ‘
Y it Pijo1m(§) +tigo1(€) < tij(€), Vi€ T, Vj € O,V eU” (7)

mEMi,]’_1

tir 7 (§)4Dpir jr.m (&) = (2—xi jm—Tir jrm+Yi g 5 )-H <t ;(§),Ym € M,V(0;,0; ) € Ifnavf( 6) u*
8

ti,5(€)+Pijm (§) = (B=i jm—it jrm—Yijir 31 )-H <ty j7(€),Ym € M,¥(Oij, Oy 50) € Ty, VE (6 gjr
9

ti,ni (f) + Z Timn;,m * pi,ni,m(f) < Chax, Vi € J,VE € UF (10)
meM; n,

zijm € {0,1} Vie J,Vje O;,Vme M, (11)

Yijag € {0,1} V(i,i') € J%Vj € O, V5 € Oy (12)

L’objectif est de minimiser le makespan Cpa.x (5). Les contraintes d’affectation (6) assurent
que chaque opération est associée a exactement une machine. Les contraintes (7), (8) et (9)
sont dupliquées pour chaque scénario réalisable. Les contraintes (7) représentent les relations
de précédence entre deux opérations consécutives d’'un méme travail. Les contraintes disjonc-
tives (8) et (9) évitent le chevauchement d’opérations qui s’exécutent sur la méme machine.
Enfin, les contraintes (10) permettent de calculer le plus grand makespan parmi tous les scé-
narios réalisables et donc de déterminer la solution optimale dans le pire des cas.

3.2 Programmation par contraintes

La PPC a prouvé son efficacité dans la résolution de nombreux probléemes d’ordonnancement.
En revanche, a notre connaissance, elle n’a jamais été utilisée dans les approches robustes
multi-étapes. En nous inspirant du modele présenté dans [6] pour le FJSSP déterministe avec



contraintes opérateurs, nous proposons ici un modele PPC pour le FJSSP robuste. Au préalable,
nous introduisons les variables suivantes :
— task; j¢ : variable d’intervalle entre le début et la fin de 'opération O; ; dans le scénario § ;
— mode; jm¢ : variable d’intervalle entre le début et la fin de 'opération O; ; sur la machine
m dans le scénario £ (les opérations ayant plusieurs machines éligibles, il s’agit d’une
variable optionnelle) ;
— 5eqSm,¢ : variable de séquence des taches s’effectuant sur la machine m dans le scénario &.
Le modele PPC est le suivant :

min Crax (13)

S.t.
Chax > task; n, ¢.end,Vi € J,V¢ € ut 14

(14)

EndBeforeStart(task; j¢, task; j11¢),¥i € J,¥0;; € O; \ {Ojn, }, ¢ € U" (15)
Alternative(task; j¢,mode; jme : Ym € M, ;),Vi € J, YO, ; € 0;,V¢ € U" (16)
NoOwverlap(seqsm), ¥m € M,¥¢ € U" (17)

PresenceO f(mode; jmo) = PresenceO f(mode; jm¢), Vi € T,VO; ; € O;,¥m € M, ;,VE € UF\{O}
(18)
SameSequence(seqsy o, s€qsm.¢), ¥m € M, ¥ € U" \ {0} (19)

Les contraintes (14) permettent de calculer le makespan, égal a la fin de la derniére opération.
Les contraintes (15) représentent les relations de précédence entre deux opérations consécutives
d’'un méme travail. Les contraintes (16) assurent l'affectation d’une opération a une seule
machine. Les contraintes (17) garantissent que, dans chaque scénario, chaque machine effectue
une seule opération a la fois. Les contraintes (14-17) sont dupliquées pour chaque scénario.
Les contraintes (18) et (19) assurent que l'affectation de chaque opération et la séquence sur
chaque machine sont les mémes dans chaque scénario. Pour ces deux dernieres contraintes, le
premier scénario & = 0 est utilisé comme référence.

4 Génération de colonnes et de contraintes

4.1 Algorithme hybride

Nous présentons ici une approche de génération de colonnes et de contraintes pour résoudre
le FJSSP robuste. Ce type d’approche, introduit par [10] pour résoudre des problemes d’opti-
misation robuste en deux étapes, décompose le probléme initial en un probleme maitre et un
sous-probleme adverse (adversarial subproblem) [5, 7, 9].

Pour le FJSSP, le probleme maitre peut étre défini comme I'un des modeles étendus pré-
sentés dans le paragraphe 3, pour lequel seul un sous-ensemble de scénarios est considéré
(cf. contraintes (7-10) pour le modele PLNE ou (14-17) pour le modele PPC). Une solution
optimale pour ce probléeme maitre détermine une borne inférieure sur le makespan du pro-
bleme global. Afin de vérifier la faisabilité de cette solution, étant donné les affectations et
les séquences sur les machines fixées dans le probleme maitre, on vérifie si I'un des scénarios
possibles conduit a un makespan plus grand que celui trouvé dans le probléeme maitre. Si tel
est le cas, les variables et les contraintes qui lui sont associées sont générées et ajoutées au
probléeme maitre. Le processus est répété jusqu’a ce qu'une solution admissible soit trouvée
pour tous les scénarios.

4.2 Sous-probleme adverse

Les contraintes d’affectation et de séquence sur les machines étant réglées, étant donné un
budget d’incertitude I', 'objectif du sous-probléme est d’identifier le scénario qui conduit au
plus grand makespan possible. Pour cela, nous proposons deux méthodes de résolution basées



respectivement sur une formulation PLNE et une formulation PPC. Dans les deux cas, I’objectif
est de trouver le scénario (avec exactement I' opérations dont la durée dévie) qui maximise le
makespan, tout en contraignant les opérations a commencer au plus tot (c’est-a-dire a la plus
grande date de fin de leurs prédécesseurs s’il y en a, a 0 sinon). Sans détailler in extenso ces
formulations, nous précisons pour chacune d’elles les variables de décision utilisées :

PLNE
— ¢&;,j + variable binaire qui détermine si la durée d'une opération O; ; dévie;
— b;ji 5 : variable binaire qui détermine si 'opération O; ; commence a la fin de Oy j ;
— d; : variable binaire qui détermine si 1’ opération O; ,, du job i est la derniere exécutée;
— t;,; : date de début d’exécution de I'opération O ;.

PPC
— task; ; : variable d’intervalle associée a 'opération O; ; de durée p; jm ;
. . ). . L , S L
— dev; ;j : variable d’intervalle optionnelle de durée p; ;,, présente si I'opération O; ; dévie.

5 Reésultats expérimentaux

L’implémentation en C++ utilise CPLEX 12.10 pour les modeles PLNE et CPO 12.10 pour
les modeles PPC. Le temps CPU et la RAM sont respectivement limités & 1 heure et 16 Go.
Nous utilisons trois nceuds de cluster possédant des CPU Intel Xeon E5-2695 v4 a 2,1 GHz.

5.1 Instances et méthodes

Nous nous servons des benchmarks de FJSSP de [3] constitués de 20 instances allant jusqu’a
12 jobs, 8 machines et 48 opérations. Nous les adaptons au contexte robuste en générant
aléatoirement des valeurs de déviation des durées opératoires. Soit Pq. la durée nominale
maximale pour toutes les opérations. Pour chaque opération O;; et chaque machine éligible
m € M, ;, nous générons aléatoirement une valeur pour p; ;, dans un intervalle de 25% a
100 % de la valeur de py,qz. Le processus est répété 3 fois; nous obtenons donc trois nouvelles
instances a partir d’une instance déterministe initiale. Nous générons au total 60 instances.
Nous testons tous les modeles en faisant varier le budget d’incertitude selon quatre ratios :
20 %, 40 %, 60 % et 80 %, soit un total de 240 expériences par méthode.

En plus des deux modeles étendus présentés au paragraphe 3, que nous désignerons par
plne et ppc, nous évaluons quatre combinaisons de 'algorithme de génération de colonnes et
de contraintes présentés au paragraphe 4, combinaisons que nous noterons par gcc_modl_mod?2,
mod1l et mod2 pouvant prendre les valeurs plne ou ppc.

5.2 Résultats

Le tableau 2 montre la performance des méthodes en fonction du budget d’incertitude et
indique le nombre d’instances résolues optimalement pour chaque budget, ainsi que le total sur
les 240 instances testées. Concernant les méthodes étendues, la formulation PPC est légerement
plus performante que la méthode PLNE. On constate que les méthodes basées sur la génération
de colonnes et de contraintes permettent de résoudre considérablement plus d’instances que
les méthodes étendues. Plus précisément, celles qui utilisent une formulation PPC pour le
probleme maitre sont celles qui obtiennent les meilleurs résultats. Enfin, nous observons que la
résolution du sous-probleme par PLNE est marginalement meilleure qu’avec le modele PPC.

D’autre part, nous remarquons que, pour les méthodes étendues, la résolution est plus difficile
pour les budgets moyens (40 % et 60 %) ; cela est dii au fait que ces budgets générent un plus
grand nombre de scénarios et donc un plus grand nombre de variables de décision. En revanche,
pour les méthodes basées sur l'algorithme de génération de colonnes et de contraintes, on
remarque que le nombre de scénarios n’a pas d’impact direct sur la difficulté du probleme.



Budget plne ppc gcc_plne_plne gcc_plne_ppc gcc_ppc_ppc gcc_ppc_plne
d’incertitude
20% 35 37 38 38 42 42
40 % 30 31 39 39 45 48
60 % 30 30 42 43 49 49
80 % 35 35 48 46 54 54
Total 130 133 167 166 190 193

TAB. 2 — Comparaison des méthodes pour chaque budget d’incertitude, sur 60 instances

6 Conclusions

Dans cet article, nous proposons une approche robuste multi-étape pour la résolution du
probléme d’ordonnancement du type job-shop flexible ou les durées des opérations sont sujets a
incertitude. La premiere étape est consacrée a fixer des décisions sur 'affectation des opérations
aux machines et leur séquencement sur ces machines ; la deuxieme étape détermine les dates de
début des opérations. Nous introduisons deux formulations robustes distinctes pour résoudre
le probléme. De plus, nous utilisons un algorithme de génération de colonnes et de contraintes
hybridant programmation linéaire en nombres entiers et programmation par contraintes. Les
résultats expérimentaux montrent que la meilleure approche est la méthode de génération de
colonnes et de contraintes utilisant la programmation par contraintes dans le probléeme maitre
et un modele de programmation linéaire en nombres entiers pour le sous-probleme adverse.
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