
La mesure du pouvoir de vote avec des délégations

Rachael Colley1, Théo Delemazure2, Hugo Gilbert2

1 IRIT-CNRS, Université de Toulouse, Toulouse, France
rachael.colley@irit.fr

2 Université Paris-Dauphine, Université PSL, CNRS, LAMSADE, 75016 Paris, France
{theo.delemazure,hugo.gilbert}@lamsade.dauphine.fr

Mots-clés : jeu de vote, vote par procuration, démocratie liquide, indice de pouvoir.

1 Introduction

Les jeux de vote ont été largement utilisés pour étudier le pouvoir de vote a priori des
électeurs participant à une élection [4]. Le pouvoir de vote a priori désigne le pouvoir conféré
uniquement par les règles régissant le processus électoral ; on ne considérera par exemple pas
la nature du projet de loi débattu ou les affinités éventuelles entre les votants. Pour mesurer
le pouvoir de vote d’un électeur, on peut s’intéresser à la probabilité que ce dernier influence
le résultat de l’élection. Plusieurs mesures de pouvoir ont été conçues pour “mesurer” cette
probabilité ; la plus connue étant celle de Penrose-Banzhaf dans les jeux simples [1, 9].

Dans un jeu simple, une assemblée d’électeurs doit prendre une décision collective sur une
proposition, et chaque électeur peut soit soutenir soit s’opposer à la proposition. On peut alors
présenter la mesure de pouvoir de Penrose-Banzhaf de la manière suivante : les votants votent
indépendamment les uns des autres, et la probabilité qu’un votant soutienne la proposition
est la même que la probabilité qu’il s’y oppose. On mesure alors la probabilité que le vote de
l’électeur puisse déterminer l’issue de l’élection étant donné ce modèle probabiliste.

Les jeux simples ont été étendus de diverses manières afin de prendre en compte des cadres
plus réalistes, plus divers, et plus complexes : par exemple pour prendre en compte le fait
que certains électeurs peuvent s’abstenir de voter [5], qu’il peut y avoir plusieurs niveaux
d’approbation [6], ou bien encore que certains électeurs forment des coalitions [8]. Ainsi, de
nouvelles mesures de pouvoir ont été conçues afin d’analyser la criticité des votants dans ces
cadres particuliers. Cependant, des cadres permettant à chaque électeur de déléguer son vote
comme ceux de la démocratie liquide [2, 3] et du vote par procuration [7, 11] ont pour l’instant
été peu étudiés sous cet angle.

2 Mesures de pouvoir et délégations

Dans cette communication, nous étendons les jeux simples afin de considérer un cadre dans
lequel les électeurs peuvent déléguer leurs voix. Ce cadre nous amène à étudier des partitions
de l’électorat que nous nommons des délégation-partitions.

Définition 1 Une délégation-partition d’un ensemble V de votants est une fonction D : V →
{−1, 1} ∪ V telle que ∀v ∈ V , D(v) 6= v. On notera D−, D+, et Dv les images inverses de
{−1}, {1} et {v} pour chaque v ∈ V par D.

Nous étudions trois cadres distincts, celui de la Démocratie Liquide, noté DL, et deux va-
riantes du vote par procuration, notés VPα et VPβ. Dans le cas du vote par procuration,
l’ensemble V est composé d’un ensemble Vv de délégataires et d’un ensemble Vd = V \ Vv de
délégants. Si toutes les délégation-partitions sont admissibles dans le cadre DL, ce n’est pas



le cas pour le vote par procuration. Ainsi, dans le cadre VPα (resp. VPβ), nous devons avoir
D(v) ∈ {−1, 1} si v ∈ Vv et D(v) ∈ Vv (resp. D(v) ∈ Vv ∪ {−1, 1}) si v ∈ Vd.

Nous concevons et étudions de nouvelles mesures de pouvoir de vote a priori dans ces trois
cadres. Nos mesures de pouvoir sont similaires dans leurs intuitions à celle de Penrose-Banzhaf,
et peuvent être présentées de la manière suivante. Nous supposons un modèle probabiliste dans
lequel toutes les délégation-partitions admissibles sont équiprobables. Cela revient à supposer
que chaque électeur choisit une action admissible indépendamment des autres électeurs et
uniformément au hasard. On mesure alors la probabilité que le vote ou la délégation de l’électeur
puisse déterminer l’issue de l’élection étant donné ce modèle probabiliste.

Pendant cette communication, nous montrerons que ces nouvelles mesures étendent celle de
Penrose-Banzhaf pour les jeux simples. Ainsi, calculer la mesure de pouvoir d’un électeur est
un problème #P-difficile dans les jeux de vote pondérés [10]. Cependant, nous présenterons
des formules récursives permettant de réaliser ce calcul en temps pseudo-polynomial dans les
jeux de vote pondérés et nous expliquerons que ces mesures de pouvoir de vote peuvent être
approximées par échantillonage. Enfin, des tests numériques illustreront comment ces mesures
évoluent en fonction des paramètres du jeu de vote considéré et comment le pouvoir d’un
électeur change quand on rajoute la possibilité de déléguer sa voix.
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