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1 Introduction
Le problème de l’arbre couvrant de poids minimum et le problème du sac à dos sont des

problèmes très connus dans le domaine de la recherche opérationnelle. Considérons le problème
à l’intersection de ces deux derniers ; celui de l’arbre couvrant budgeté. Etant donné un graphe
G = (V, E) dans lequel chaque arête e ∈ E est associé à un coût ce ∈ Q et une consommation en
ressource de we ∈ Q unités. On dispose également d’une quantité de ressource limité à B unités,
chaque solution de notre problème est un arbre couvrant T satisfaisant le contrainte de budget∑

e∈E(T ) ce ≤ B. Ce problème peut être retrouvé dans de nombreux cas pratiques, notamment
dans le domaine de la télécommunication, mais également en tant que sous-problème dans
certaines décompositions. Etant à l’intersection d’un problème polynomial et d’un problème
faiblement NP-difficile, le problème de l’arbre budgetté à été montré comme étant également
NP-difficile par [1]. Plusieurs approches ont été utilisées pour résoudre ce problème, notam-
ment des algorithmes d’approximations comme [3, 4]. Des cas particuliers de ce problème ont
également été traités dans la littérature comme l’arbre couvrant avec des contraintes de degré
sur chaque sommet. Nous abordons ce problème avec une approche basée sur la programmation
mathématique. La contrainte de budget va modifier la structure des polyèdres plus ou moins
connus associés aux différentes formulations du problème de l’arbre couvrant. L’objectif prin-
cipal de notre travail est de comprendre ces nouvelles descriptions, trouver des formulations
étendues et les exploiter pour trouver des inégalités valides et facettes afin de concevoir des
algorithmes de branchements efficaces pour résoudre ce problème de réseau budgété.

2 Formulations étendues du problème
Le problème de l’arbre couvrant budgeté est à l’intersection de deux problèmes qui se ré-

solvent assez bien en pratique, surtout le problème de l’arbre couvrant. Cependant bien que ce
dernier soit l’un des problèmes de conception de réseau les plus simples, l’ajout d’une contrainte
de budget rend le problème assez long à résoudre en pratique, de plus certaines formulations
qui semblent théoriquement intéressantes se retrouvent moins performantes que des formula-
tions compactes et théoriquement peu pertinentes.
Afin de concevoir des algorithmes plus efficaces pour résoudre le problème de l’arbre couvrant
budgeté, plusieurs propriétés polyédrales du problème ont été étudiées ; cas particuliers, re-
laxation, inégalités valides et dimension du problème. Parmi les cas particuliers, on retrouve



celui basé sur le théorème d’intersection de deux matroïdes d’Edmonds. Dans le problème
de l’arbre couvrant budgeté, on retrouve à chaque fois le matroïde graphique, dont les bases
correspondent à l’ensemble des arbres couvrant du graphe, et donc dès lors que la contrainte
de budget correspond également à un matroïde, le polyèdre de notre problème budgeté est
entier. En partant de ce théorème, plusieurs formulations étendues ont été étudiées, une pre-
mière formulation entière qui décrit parfaitement le problème mais de taille potentiellement
exponentielle, exploitant le théorème d’intersection de matroïdes ainsi que des approches basée
sur les travaux de Balas sur la programmation disjonctive [2]. Nous avons également étudié
une autre formulation étendue de taille pseudo-polynomiale basée sur le théorème d’Edmonds
et sur la programmation dynamique. Cette formulation est entière mais possède une fonction
objectif quadratique, nécessitant plusieurs procédures après sa résolution pour retrouver une
solution optimale réalisable pour le problème.
Ces formulations étendues ont chacunes leurs avantages et leurs inconvénients par rapport aux
formulations existantes. L’étude des projections de ces différentes formulations étendues sur
l’ensemble des variables de conception de réseaux permet de trouver des patterns d’inégali-
tés valides pour le problème de l’arbre couvrant budgeté. En étudiant et exploitant les cônes
de projections associés, plusieurs algorithmes permettant de générer des rayons et rayons ex-
trêmes (et donc des inégalités valides) ont été donnés pour améliorer les temps de résolution
du problème. Plusieurs tests ont été réalisés, avec des formulations compactes et de taille ex-
ponentielle afin de résoudre le problème le plus vite possible.

3 Conclusions et perspectives
L’étude de plusieurs formulations étendues nous à permis d’identifier différents patterns

d’inégalités valides combinant la contrainte du sac à dos ainsi que la structure de l’arbre
couvrant. Ces contraintes ont été intégrées dans des algorithmes de branchements afin de
tester leurs efficacités dans la résolution du problème de l’arbre couvrant budgeté.
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