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1 Introduction
La théorie des jeux coopératifs à utilité transférable développe les outils mathématiques

de partage des gains/coûts acquis collectivement par des coalitions de joueurs sur la base de
critères "désirés". Les concepts les plus étudiés et appliqués sont la valeur de Shapley et le
coeur.

Dans ce papier, l’intérêt est porté au calcul du coeur des jeux de vote pondéré simple et
multiple. Cette classe de jeux de vote a été introduite dans [8] afin de mesurer le pouvoir des
états dans l’élection présidentielle américaine. Formellement, un jeu de vote pondéré simple est
caractérisé par le triplet (N, v, p, q), où N = {1, ..., n} est l’ensemble des joueurs, indexés de 1
à n ; v(.) : 2N → R est une fonction caractéristique, associant à chaque coalition S ∈ 2N un
nombre réel v(S) ∈ R, appelé valeur (gain ou coût) de la coalition S à partager entre les joueurs
la constituant avec v(∅) = 0 ; p = (p1, ..., pn) ∈ Rn est un vecteur, où chaque composante pi > 0
désigne le poids du joueur i ∈ N dans le vote ; q > 0 est appelé quota ; 2N est l’espace des
sous-ensembles de N . Une coalition S ∈ 2N est dite gagnante, si p(S) =

∑
i∈S pi ≥ q. Notons

par W l’ensemble des coalitions gagnantes. Un jeu de vote pondéré multiple est une conjonction
de jeux simples, chacun est défini par des poids et un quota ; une coalition est gagnante, si elle
l’est dans chacun des jeux simples.

Un vecteur x = (x1, ..., xn) ∈ Rn appartient au coeur C(N, v, p, q) d’un jeu de vote pondéré
(N, v, p, q), si x(N) = 1 et x(S) ≥ 1, ∀S ∈ W . L’inconvénient du Coeur est qu’il est non vide que
s’il y a un joueur véto, i.e. appartenant à toutes les coalitions gagnantes. Pour palier à la vacuité
du coeur dans les jeux de vote, le concept de Least Core a été introduit pour répondre à la
problématique du partage du pouvoir total entre les joueurs, en minimisant la part de pouvoir
non perçue par les coalitions gagnantes. Pour un problème de partage de bénéfice, le Least
Core peut être vu comme un modèle de taxation (forfaitaire) permettant de forcer les joueurs à
accepter le partage. Une coalition qui quitte la grande coalition se verra amputée d’une partie de
son bénéfice. Le Least Core est l’ensemble Lϵ∗(N, v, p, q), où ϵ∗ = inf{ϵ > 0, Lϵ(N, v, p, q) ̸= ∅}
et Lϵ(N, v, p, q) = {x ∈ Rn : x(N) = 1, x(S) ≥ 1 − ϵ, ∀S ∈ W} est appelé ϵ-coeur.

2 Position du problème et approche de résolution
Le calcul du Least Core peut être fait via la résolution du programme linéaire suivant :

min{x(N) : x(S) ≥ 1, ∀S ∈ W}. Ce type de programme nécessite une génération de colonne
pour être résolu. La complexité de calcul du Least Core a été étudiée dans [6], où les auteurs
ont proposé un algorithme de complexité pseudo-polynomiale. Une autre approche appelée
DP-flow a été proposée dans [9], pour les jeux de vote pondéré simple. L’idée est de coder
l’ensemble des coalitions gagnantes par un graphe. L’approche proposée dans cet article est
appelée Arc-flow. Elle est similaire à l’approche DP-flow, mais repose sur un codage graphique
différent. Elle a été développée dans [10] pour le problème de Bin Packing, puis améliorée



et étendue à d’autres variantes [1, 4]. L’approche construit un graphe orienté possédant un
sommet "source" et un sommet "puits", où les arcs représentent les poids. Un chemin de la
"source" au "puits" représente une coalition dont le poids total est égal à la somme des poids
des arcs qui le constitue. En reformulant la contrainte définissant les coalitions gagnantes, le
programme précédent coïncide avec le dual du modèle de Gilmore-Gomory. Ce dernier étant
équivalent au modèle Arc-flow, on peut donc passer par l’approche Arc-flow au lieu de résoudre
directement le PL originel.

L’approche proposée permet de ramener le problème du calcul du Least Core à la résolution
d’un programme linéaire de taille pseudo-polynomiale [3], à la portée des solvers de program-
mation linéaire disponibles. Nous avons appliqué l’approche pour un jeu de vote pondéré simple
et multiple. Pour cela, nous avons utilisé le solver de Bin Packing VPSolver [2]. VPSolver est
meilleure en temps d’exécution que l’approche DP-flow, et reste concurrentielle à la génération
de colonne [5].

Le tableau suivant résume les résultats numériques de l’approche Arc-flow pour le Conseil
de l’union européenne et le College Electoral US, tirés de [7, 9]. Le premier est un jeu de vote
pondéré multiple, conjonction de trois jeux de vote simple, et le deuxième est un jeu simple.
n_var, n_cont désignent respectivment le nombre de variables et de contraintes du programme
linéaire relatif au calcul du Least Core.

Dénomination n ϵ∗ Taille du PL (n_var , n_cont) Temps (seconde)
College Electoral US 51 0.4981 (2295, 263) 1.5216
Council of the EU 27 0.2608 (883 , 270) 0.4804

Pour conclure, nous avons proposé l’approche Arc-flow pour le calcul du Least Core des jeux
de vote pondéré simple et multiple. Le calcul du Least Core a été ramené à la résolution d’un
programme linéaire de taille pseudo-polynomiale, généré par le solver de Bin Packing VPSolver.
Le temps d’exécution de l’approche est de l’ordre de la seconde.
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